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1 I vårt tilfelle er rᇱ(𝑡) = (2𝑡, 8𝑡, −12𝑡) = 2𝑡(1, 4, −6) slik at |rᇱ(𝑡)| = 2𝑡√53. Dermed er buelengden

til 𝒞 gitt ved

𝑠 = න
ଶ

ଵ

|rᇱ(𝑡)| 𝑑𝑡 = 2√53න
ଶ

ଵ

𝑡 𝑑𝑡 = 3√53.

2 La 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4(𝑥 − 1)ଶ + 𝑦ଶ − (𝑧 + 1)ଶ − 1. Da er

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ൫8(𝑥 − 1), 2𝑦, −2(𝑧 + 1)൯

slik at ∇𝐹(0, √6, 2) = (−8, 2√6,−6). Siden ∇𝐹(0, √6, 2) står normalt på nivåϐlaten 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 i

punktet (0, √6, 2) har vi at

∇𝐹(0, √6, 2) ⋅ (𝑥, 𝑦 − √6, 𝑧 − 2) = −8𝑥 + 2√6(𝑦 − √6) − 6(𝑧 − 2) = 0.

Det vil si, en ligning for tangentplanet til 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 i punktet (0, √6, 2) er gitt ved

4𝑥 − √6𝑦 + 3𝑧 = 0.

3 Sidenℎ(𝑡) = ln 𝑡 for 𝑡 > 0 er en strengt voksende funksjon, er det kun nødvendig å ϐinne denminste

og den største verdien til 𝑔(𝑥, 𝑦) = 3 + 2𝑥𝑦 på sirkelen 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 1, for å ϐinne den minste og den

største verdien til 𝑓 på samme sirkel.

En parametrisering av sirkelen 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 1 er gitt ved

r(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡)

der 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋. La 𝑔(𝑡) = 𝑔(r(𝑡)) = 3 + 2 cos 𝑡 sin 𝑡 = 3 + sin 2𝑡, der 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋. Siden

−1 ⩽ sin 2𝑡 ⩽ 1 for alle 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋 må den minste verdien til 𝑔(𝑡) være lik 3 − 1 = 2 og den

største verdien til 𝑔(𝑡) være lik 3 + 1 = 4.

Altså er den minste verdien til 𝑓(𝑥, 𝑦) lik ln 2 og den største verdien til 𝑓(𝑥, 𝑦) lik ln 4 = 2 ln 2 på

sirkelen 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 1.

4 Området 𝐷 er skissert i ϐiguren til høyre.

1

1

D

x

yLa så 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 og 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 slik at linjen 𝑦 = 𝑥 svarer til

𝜃 = 𝜋/4 og linjen 𝑥 = 1 svarer til 𝑟 = 1/ cos 𝜃. Området 𝐷 kan

dermed beskrives som området gitt ved

1 ⩽ 𝑟 ⩽
1

cos 𝜃
og 0 ⩽ 𝜃 ⩽

𝜋

4

i polarkoordinater.

Altså er

ඵ


𝑥

𝑥ଶ + 𝑦ଶ
𝑑𝑥𝑑𝑦 = න

గ/ସ



න
ଵ/ ୡ୭ୱఏ

ଵ

𝑟 cos 𝜃

𝑟ଶ
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃

= න
గ/ସ



(1 − cos 𝜃) 𝑑𝜃 =
𝜋

4
−

1

√2
.

5 La 𝑢 = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ og 𝑣 = 𝑥𝑦. Jacobideterminanten er så gitt ved

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦)
= ቤ

2𝑥 −2𝑦

𝑦 𝑥
ቤ = 2(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)
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slik at
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
=

1
డ(௨,௩)

డ(௫,௬)

=
1

2(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)

for 𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≠ 0. Området 𝐷 kan beskrives ved 1 ⩽ 𝑢 ⩽ 4 og 3 ⩽ 𝑣 ⩽ 5 i 𝑢𝑣-planet.

Legg merke til at 2(𝑥ସ − 𝑦ସ) = 2(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)(𝑥ଶ − 𝑦ଶ) slik at

2(𝑥ସ − 𝑦ସ) ቤ
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
ቤ = 2(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)(𝑥ଶ − 𝑦ଶ)

1

2(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)
= 𝑥ଶ − 𝑦ଶ = 𝑢.

Dermed er

ඵ


2(𝑥ସ − 𝑦ସ) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = න
ହ

ଷ

න
ସ

ଵ

2(𝑥ସ − 𝑦ସ) ቤ
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
ቤ 𝑑𝑢 𝑑𝑣 = න

ହ

ଷ

න
ସ

ଵ

𝑢𝑑𝑢𝑑𝑣 = 15.

6 Ved å innføre kulekoordinater følger det at 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 2𝑧 svarer til 𝜌ଶ = 2𝜌 cos𝜑 og 𝑧 =

ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ svarer til 𝜌 cos𝜑 = 𝜌 sin𝜑.

Altså er integrasjonsområdet beskrevet ved

0 ⩽ 𝜌 ⩽ 2 cos𝜑, 0 ⩽ 𝜑 ⩽
𝜋

4
og 0 ⩽ 𝜃 ⩽ 2𝜋

i kulekoordinater. Volumet som ligger under kuleϐlaten 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 2𝑧 og over kjeglen 𝑧 =

ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ er så gitt ved

𝑉 = න
ଶగ



න
గ/ସ



න
ଶ ୡ୭ୱఝ



𝜌ଶ sin𝜑𝑑𝜌𝑑𝜑𝑑𝜃 =
16𝜋

3
න

గ/ସ



cosଷ 𝜑sin𝜑𝑑𝜑

(∗)
= −

16𝜋

3
න

ଵ/√ଶ

ଵ

𝑢ଷ 𝑑𝑢 =
4𝜋

3
ൣ𝑢ସ൧

ଵ

ଵ/√ଶ
= 𝜋,

der (∗) fremkommer ved å benytte substitusjonen 𝑢 = cos𝜑.

7 Legg merke til at 𝑧 = 𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑦ଶ = (𝑥 − 1)ଶ − 1 + 𝑦ଶ.

En mulig parametrisering for ϐlaten 𝒮 er gitt ved

r(𝑟, 𝜃) = ൫1 + 𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃, 𝑟ଶ − 1൯

der 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 2 og 0 ⩽ 𝜃 ⩽ 2𝜋. Det gir at

𝜕r

𝜕𝑟
(𝑟, 𝜃) = (cos 𝜃, sin 𝜃, 2𝑟) og

𝜕r

𝜕𝜃
(𝑟, 𝜃) = (−𝑟 sin 𝜃, 𝑟 cos 𝜃, 0)

slik at

ቆ
𝜕r

𝜕𝑟
×
𝜕r

𝜕𝜃
ቇ (𝑟, 𝜃) = ൫−2𝑟ଶ cos 𝜃, −2𝑟ଶ sin 𝜃, 𝑟൯ = 𝑟(−2𝑟 cos 𝜃,−2𝑟 sin 𝜃, 1).

Dermed er

𝑑𝑆 = ቤቆ
𝜕r

𝜕𝑟
×
𝜕r

𝜕𝜃
ቇ (𝑟, 𝜃)ቤ 𝑑𝑟 𝑑𝜃 = 𝑟ඥ1 + 4𝑟ଶ 𝑑𝑟 𝑑𝜃

slik at arealet av ϐlaten er gitt ved

𝐴 =ඵ
𝒮

𝑑𝑆 = න
ଶగ



න
ଶ



𝑟ඥ1 + 4𝑟ଶ 𝑑𝑟 𝑑𝜃 =
𝜋

4
න

ଵ

ଵ

√𝑢𝑑𝑢 =
𝜋

6
(17√17 − 1)

der den nest siste likheten fremkommer ved å benytte substitusjonen 𝑢 = 1 + 4𝑟ଶ.

8 La 𝐹ଵ(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଷ − 𝑦 og 𝐹ଶ(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦ଷ slik at F(𝑥, 𝑦) = ൫𝐹ଵ(𝑥, 𝑦), 𝐹ଶ(𝑥, 𝑦)൯. Greens teorem gir i

vårt tilfelle at

ර
𝒞

F ⋅ 𝑑r = ර
𝒞

𝐹ଵ(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝐹ଶ(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 = ඵ
ோ

ቆ
𝜕𝐹ଶ

𝜕𝑥
−
𝜕𝐹ଵ

𝜕𝑦
ቇ𝑑𝐴 = 2ඵ

ோ

𝑑𝐴

der 𝑅 er området i 𝑥𝑦-planet hvis rand er 𝒞, det vil si, 𝜕𝑅 = 𝒞.
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1

1

R

x

yOmrådet 𝑅 er beskrevet ved 𝑥ଶ ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑥 og 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1. Dermed

er

ඵ
ோ

𝑑𝐴 = න
ଵ



න
௫

௫మ
𝑑𝑦𝑑𝑥 = න

ଵ



൫𝑥 − 𝑥ଶ൯ 𝑑𝑥 =
1

6

slik at

ර
𝒞

F ⋅ 𝑑r = 2ඵ
ோ

𝑑𝐴 =
1

3
.

9 I vårt tilfelle er

divF(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑦 − 2𝑥𝑦 + 6𝑧 = 6𝑧.

Divergensteoremet gir så at

ඵ
డ்

F ⋅ N𝑑𝑆 =ම
்

divF𝑑𝑉 = 6ම
்

𝑧 𝑑𝑉 = 0

der 𝜕𝑇 er randen til 𝑇 og hvor den siste likheten følger på grunn av symmetri.

Randen til𝑇, 𝜕𝑇, består av tre ϐlater:𝒮௫௭,𝒮௬௭ og𝒮. Flaten𝒮௫௭ er den delen av sirkelskiven 𝑥ଶ+𝑧ଶ ⩽ 4

der 𝑥 ⩾ 0 og 𝑦 = 0, og ϐlaten 𝒮௬௭ er den delen av sirkelskiven 𝑦ଶ + 𝑧ଶ ⩽ 4 der 𝑥 = 0 og 𝑦 ⩾ 0. For

𝒮௫௭ vil N = −j og for 𝒮௬௭ vil N = −i.

Altså er

ඵ
𝒮ೣ

F ⋅ (−j) 𝑑𝑆 = −ඵ
ோೣ

(𝑧 − 𝑥𝑦ଶ) 𝑑𝑥 𝑑𝑧 = −ඵ
ோೣ

𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑧 = 0

der𝑅௫௭ er projeksjonen av𝒮௫௭ inn i 𝑥𝑧-planet og hvor den andre likheten fremkommer ved å utnytte

at 𝑦 = 0 på 𝒮௫௭ og den siste likheten fremkommer ved symmetri.

Videre så er

ඵ
𝒮

F ⋅ (−i) 𝑑𝑆 = −ඵ
ோ

(𝑥ଶ𝑦 + 𝑦ଶ) 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = −ඵ
ோ

𝑦ଶ 𝑑𝑦𝑑𝑧

der 𝑅௬௭ er projeksjonen av 𝒮௬௭ inn i 𝑦𝑧-planet og hvor den siste likheten fremkommer ved å utnytte

at 𝑥 = 0 på 𝒮௬௭. Ved å innføre polarkoordinater 𝑦 = 𝑟 cos 𝜃 og 𝑧 = 𝑟 sin 𝜃 følger det at

ඵ
ோ

𝑦ଶ 𝑑𝑦𝑑𝑧 = න
గ/ଶ

ିగ/ଶ

න
ଶ



𝑟ଷ cosଶ 𝜃𝑑𝑟 𝑑𝜃 = න
గ/ଶ

ିగ/ଶ

4 cosଶ 𝜃𝑑𝜃 = 2න
గ/ଶ

ିగ/ଶ

(1 + cos 2𝜃) 𝑑𝜃 = 2𝜋.

Altså er

ඵ
𝒮

F ⋅ (−i) 𝑑𝑆 = −2𝜋.

Dermed er

ඵ
డ்

F ⋅ N𝑑𝑆 =ඵ
ௌೣ

F ⋅ (−j) 𝑑𝑆 +ඵ
𝒮

F ⋅ (−i) 𝑑𝑆 +ඵ
𝒮

F ⋅ N𝑑𝑆

=ඵ
𝒮

F ⋅ N𝑑𝑆 − 2𝜋 =ම
்

divF𝑑𝑉 = 0

slik at

ඵ
𝒮

F ⋅ N𝑑𝑆 = 2𝜋.

10 Hvis funksjonen skal være kontinuerlig i (0, 0)må

lim
(௫,௬)→(,)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(0, 0) = 0.

Legg merke til at

𝑓(𝑥, 𝑥) =
𝑥ଶ

𝑥ଶ + 𝑥ଶ + 𝑥ଶ
=
1

3
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for 𝑥 ≠ 0, mens

𝑓(𝑥, 0) =
0

𝑥ଶ
= 0

for 𝑥 ≠ 0. Altså kan ikke grenseverdien

lim
(௫,௬)→(,)

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
(௫,௬)→(,)

𝑥𝑦

𝑥ଶ + 𝑥𝑦 + 𝑦ଶ

eksistere. Dermed er ikke funksjonen kontinuerlig i (0, 0).
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