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I vart tilfelle er r'(t) = (2t,8t,—12t) = 2t(1,4, —6) slikat |r'(t)| = 2tV53. Dermed er buelengden
til C gitt ved

2 2
szj |r'(t)|dt=2\/§j tdt = 3V53.
1 1

LaF(x,y,z) =4(x—1)>+y?2—(z+1)> — 1.Daer
VF(x,y,2) = (8(x — 1),2y,—-2(z + 1))

slik at VF(0,v6,2) = (—8,2v6,—6). Siden VF (0,6, 2) star normalt pa nivaflaten F(x,y,z) = 0 i
punktet (0,/6,2) har vi at

VF(0,V6,2) - (x,y —V6,z— 2) = —8x + 2V6(y — V6) — 6(z — 2) = 0.
Det vil si, en ligning for tangentplanet til F(x,y, z) = 0 i punktet (0,6, 2) er gitt ved

4x—\/€y+32=0.

Siden h(t) = Intfort > 0 er en strengt voksende funksjon, er det kun ngdvendig a finne den minste
og den stgrste verdien til g(x,y) = 3 + 2xy pa sirkelen x2 + y? = 1, for 4 finne den minste og den
stgrste verdien til f pad samme sirkel.

En parametrisering av sirkelen x2 + y2 = 1 er gitt ved
r(t) = (cost,sint)

der0 < t < 2m.Lag(t) = g(r(t)) = 3+ 2costsint = 3 + sin2t, der 0 < t < 2m. Siden
—1 < sin2t € 1foralle 0 < t < 2m ma den minste verdien til g(t) veere lik 3 —1 = 2 og den
stgrste verdien til g(t) veerelik 3 + 1 = 4.

Altsa er den minste verdien til f(x,y) lik In 2 og den stgrste verdien til f(x,y) likIn4 = 2In 2 pa
sirkelen x? + y? = 1.

Omradet D er skissert i figuren til hgyre.

Lasdx = rcosf ogy = rsin@ slik at linjen y = x svarer til y
6 = m/4 oglinjen x = 1 svarer til r = 1/ cos 6. Omradet D kan
dermed beskrives som omradet gitt ved I
. D
l<r< — 0<o<=
STS osg %8 USUSY
i polarkoordinater.
Altsa er )
x n/4 r1/cos@ rcos @ - . T
——dxdy = drdo
ffDx2+yz xay fo fl 2 rar
/4 T 1
= 1—-cosf)df = - — —.
| a-cseyan=7 -

Lau = x? — y? og v = xy. Jacobideterminanten er s gitt ved

o(wv)
oxy)

2x -2y
y x

=2(x*+y%
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slik at
dxy) 1 1
A(u,v) 2w T 2(x2 +y2)
a(xy)

for x2 + y% # 0. Omradet D kan beskrives ved 1 < u < 4 0g 3 < v < 5 i uv-planet.
Legg merke til at 2(x* — y*) = 2(x% + y?)(x? — y?) slik at

9(x,y) _ 2 2 (-2 2 1 — a2 2 _
3w v) =2(x*+y°)(x y4) =X Yy =u.

2(x4—y4) 2(x% +y?)

Dermed er

ff 2(x* —y)dxdy = ffZ(x

@ Ved & innfgre kulekoordinater fglger det at x2 + y% + z2 = 2z svarer til p? = 2pcos¢ og z

Jx% + y? svarertil pcos ¢ = psing.
Altsa er integrasjonsomradet beskrevet ved

aguy;d dv ffududu—w

T
0<p<2cosp, 0<p<y og 0<6<2m

i kulekoordinater. Volumet som ligger under kuleflaten x? + y? + z? = 2z og over Kjeglen z

Jx? + y? er sa gitt ved

2w /4 2COSQ 167 /4
f f f p?sinpdpdedf = = cos®gsinpde
0

o 16m (V2 4m

©_2r widu=— [u“]
3 ), INZ

der (*) fremkommer ved a benytte substitusjonen u = cos ¢.

Legg merketilatz =x2 —2x +y? = (x — 1)2 =1 + y2.
En mulig parametrisering for flaten § er gitt ved

r(r,0) = (1+rcos@,rsing,r2 —1)
der0 <r<20g0 <60 < 2m Detgirat

0 0
a—:(r, 6) = (cos6,sinb,2r) og %(r, 6) = (—rsinf,rcos6,0)

slik at
ar
— | (r,0) = ( 212 cos 0, —2r? sin Q,r) =r(—2rcosf,—2rsiné,1).

ar
or
(a— X —) (T 9)

slik at arealet av flaten er gitt ved

21 2 17
=ﬂ dS=f f r\/1+4r2drd6=%f \/ﬂdu=%(17\/1_7—1)
S 0 0 1

der den nest siste likheten fremkommer ved 8 benytte substitusjonen u = 1 + 472,

Dermed er
as =

drdf =11+ 4r2drdf

LaF (x,y) = x> —yogF(x,y) = x + y3slikat F(x,y) = (Fl(x, ), E(x, y)). Greens teorem gir i

vart tilfelle at

fF dr—jg FE(xy)dx+ E(x,y)dy = ff (%—Z—?)dAszf dA

der R er omradet i xy-planet hvis rand er C, det vil si, dR = C.
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Omradet R er beskrevet ved x2 < v < x 0g 0 < x < 1. Dermed Yy

er
1 X 1 1 1

ﬂ- dAzf f dydxzf (x —x?)dx = =

R 0 x? 0 6

slik at 1
fF-dr=2-H dA = —.
¢ R 3

@ I vart tilfelle er

divF(x,y,z) = 2xy — 2xy + 6z = 6z.

Divergensteoremet gir sa at

ffaTF.Ncw:ﬂdeideV=6ﬂszdV=0

der dT er randen til T og hvor den siste likheten fglger pa grunn av symmetri.

Randentil T, 0T, bestér av tre flater: S,,, S),, 0g S. Flaten S, er den delen av sirkelskiven x? +z? < 4
derx > 0ogy = 0, og flaten S, er den delen av sirkelskiven y* + z*> < 4 der x = 0 ogy > 0. For
Sy ViIN = —jog for S, vilN = —i.

Altsa er
ﬂ F‘(—j)d5=—ﬂ (z—xyz)dxdzz—ﬂ zdxdz =0
Sxz Ry Ry,

der R,, er projeksjonen av S, inn i xz-planet og hvor den andre likheten fremkommer ved 3 utnytte
aty = 0 pa §,, og den siste likheten fremkommer ved symmetri.

ffst-(—i)dSz—ffR z(x2y+y2)dydz=—ffRzyZdydz

der R, er projeksjonen av §,,, inn i yz-planet og hvor den siste likheten fremkommer ved & utnytte
atx = 0 pd §,,. Ved 4 innfgre polarkoordinater y = r cos 6 og z = r sin 6 fglger det at

Videre sé er

/2 2 /2 /2
ff yzdydz=f f r3c0526drd6=f 4c0529d9=2f (1+ cos26)d8 = 2m.
Ry, 0

—-m/2 -m/2 —T/2
Altsa er
ﬂ F - (—i)dsS = —2m.
Syz
Dermed er
H F-NdS:ff F-(—j)d5+ff F-(—i)d5+ﬂ F-Nds
oT sz 5}’2 S
=ﬂ F-Nd5—2n=ff divFdV =0
S T
slik at

ff F-NdS =2m.
S

Hvis funksjonen skal vaere kontinuerlig i (0, 0) ma

li ,¥) = f(0,0) = 0.
B0y S ¥) = £(0,0)

Legg merke til at
X2

1
fen) = G5

x2+x2+x% 3
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for x # 0, mens 0
f(x,0)= z= 0
for x # 0. Altsa kan ikke grenseverdien

Xy

xy)= Ilm —————
fy) ()00 X% + xy + 77

lim
(x,¥)—(0,0)

eksistere. Dermed er ikke funksjonen kontinuerlig i (0, 0).
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